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Sazetak - RjeSavanje jednadzbi je jedan od izazova koji se
Cesto stavljaju pred uclenike u nastavi matematike u
osnovnoj $koli. Rac¢unalni alati, kao $to je Geogebra, mogu
pomoé¢i pri razumijevanju i wuvjeZbavanju rjesavanja
jednadzbi. U radu je objasSnjeno kako koristiti Geogebru za
rjeSavanje jednadzbi, dane su upute za izradu radova i
preporuke kako i §to kroz te radove prezentirati u¢enicima.

Kljuéne rijedi - jednadzbe; Geogebra

I.  STOJE GEOGEBRA?

Geogebra je dinami¢ni matematicki alat koji se moze
koristiti u gotovo svakom dijelu nastave matematike,
ponajvise kao alat dinamicne geometrije zbog svoje
interaktivnosti i prilagodljivosti, ali i za izradu
proracunskih tablica, statistiku, diferencijalni racun,
kreiranje i uporabu virtualnih u¢ionica itd.

Vrlo je intuitivna, svaka naredba sadrzi ikonu s
crtezom toga Sto se radi, prevedena je u potpunosti na
hrvatski jezik i lako se mogu nauciti njezine najosnovnije
funkcije. Znanje programiranja nije potrebno niti za
njezine slozenije funkcije jer je dostupna odli¢na podrska
s vrlo detaljnim vodi¢ima mogucnosti koristenja svake od
funkcija, ali i forumi i online zajednice u kojima mozZete
saznati odgovore na svoja pitanja ili pomo¢i drugim
korisnicima. Moze se koristiti mrezno putem svih
preglednika, ali i izvanmrezZno jer se nudi i kao besplatni
racunalni program.

Za potrebe ovog rada, koriStena je izvanmreZna
verzija, no ona se od mrezne razlikuje jedino po rasporedu
naredbi na ekranu, funkcionalnosti su apsolutno identicne.

Il.  JEDNAZBE | PROBLEMI U NASTAVI

S novim kurikulumom [1], linearne jednadzbe se u
nastavi matematike ne rade vise samo kao zasebna cjelina
u 6.razredu, nego su zastupljene vertikalno po svim
razinama, od 1. do 8. razreda. U razrednoj nastavi se
najces¢e svode na pronalazak dijela jednakosti koji
nedostaje, kao $to je primjerice na Slici 1.

586—D: 349

Slika 1. Primjer linearne jednadzbe u razrednoj nastavi

U predmetnoj nastavi situacija postaje nesto
apstraktnija pa se od 5. razreda umjesto ,.kué¢ica“ uvode
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nepoznanice, kao $to je primjerice na Slici 2., no i dalje
se rjeSavaju na isti nadin, uporabom veza racunskih
operacija.

586 — x =349

Slika 2. Primjer linearne jednadzbe u 5. razredu

Od 6. razreda, situacija se dodatno apstrahira i
ucenicima se servira tzv. ,,prebacivanje” nepoznanica na
jednu stranu i konstanti na drugu stranu, no to je i dalje
rjeSavanje koriStenjem veza racunskih operacija, no na
nesto visoj razini.

Najcesca preporuka ucenicima za usvajanje rjeSavanja
jednadzbi je $to vise vjezbati, no tu Cesto nailazimo na
specifiéne probleme. Skolski udZbenici su ograniGeni
gramazom, tj. brojem stranica pa onda i zadataka te
ucenicima Cesto nedostaje zadataka za vjezbu jer ih Cesto
sve iz udzbenika vrlo brzo rijee. Stoga nam u nastavi, ali
i radu ucenika izvan nastave, izvrsno mogu posluziti
beskonaéni generatori jednadzbi, a koje je vrlo lako
izraditi u alatu dinami¢ne geometrije Geogebra.

[1l.  LINEARNE JEDNADZBE U GEOGEBRI

U ovom dijelu ¢e biti detaljno prikazano kako izraditi
beskonaéne generatore linearnih jednadzbi i njihovih
rjeSenja u Geogebri. Geogebra ima nekoliko razli¢itih
moguénosti  prikaza: Algebra, Tablice, Kalkulator
vjerojatnosti, razli¢ite Graficke prikaze, Opis konstrukcije
i Tipkovnica. Automatski se pri pokretanju prikazuju
»Algebra“ (lijevi dio zaslona) i ,,Graficki prikaz* (ostatak
zaslona). Ova dva automatska prikaza, sa trakom za unos
na dnu ekrana, jedino su potrebno za izradu generatora
jednadzbi. ,,Graficki prikaz“ se otvara s prikazanom
mrezom i koordinatnim osima Sto za izradu generatora
jednadzbi nije potrebno pa je dovoljno kliknuti desnim
klikom bilo gdje unutar ograde ,,Grafickog prikaza® i
kliknuti na ,,Mreza“ i ,,Koordinatne osi“ kako bi se oni
uklonili.

Zapocinjemo sa zapisom S kojim se ucenici i prirodno
najranije susrecu, ve¢ i U razrednoj nastavi matematike, a
tojex + a = b, gdje su a, b bilo koja dva cijela broja
(do 6.razreda osnovne Skole se ucenici u nastavi
matematike ne susreéu s brojevima negativnih
predznaka). Najprije trebamo definirati varijable @ i b, a
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definiramo ih slobodnim upisom u traku za unos na dnu
ekrana. Definirat ¢emo ih tako da u traku za unos
upiSemo a=Sluc¢ajniBrojlzmedu(donja granica
intervala,gornja granica intervala) i
b=Slu¢ajniBrojlzmedu(donja granica intervala,gornja
granica intervala), kao $to je prikazano na Slici 3.

SlucajniBrojDiskretni( <ista, <lista> ) ~

SluZajniBrojzmedu{ <minimalni cijeli broj>, <maksimalni cijel broj> )

SlutajniBrojlzmedu{ <minimaln cijeli broj>, <maksimalni cijel broj, <logicka varjabla za fiksiranje> )

SluajniElement| <lista= )

SlutajniPolinom{ <stupanj=, <najmanja wrijednost koeficijenata=, <najveéa wilednast koeficijenata> )

SlucajniUniformmiBroj{ <min=, <max> ) v
Unas am:

Slika 3. Definiranije varijable (¥

Zatim trebamo definirati rjeSenje jednadzbe X, a njega
definiramo tako da u traku za unos upisemo x = b — a.
Rjesenje X ¢e se, kao i varijable @ i b, kako ih
definiramo listati redom u lijevom dijelu ekrana
»Algebra®“, kao $to je na Slici 4.

Aigetira | * Grafiki prikaz

® jpudni:x=d

Slika 4. Varijable i rjeSenje jednadzbe u dijelu prikaza ,,Algebra

Nakon $to definiramo varijable i rjeSenje, trebamo to i
graficki prikazati, a to se moze napraviti tako da dodamo
tekst 1 unutar njega upisemo jednadzbu. Tekst dodajemo
kao §to je prikazano na Slici 5.
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Datoteka Uredivange Pogled Postavke Alati Prozor Pomo¢

R AL~ P OUE & N2l 3
» Algebra < |» Grafickiprikaz | a-2 yzac
a=95
b=.50 ABC Tekst
® jedn1:x=45
M Sika
(o] Gumb
7'® Potvidni okvir

=1| Tekstuaino polje

Slika 5. Dodavanje teksta

Nakon §to se klikne na ,,Tekst®, potrebno je kliknuti
bilo gdje unutar dijela ,,Grafi¢ki prikaz®, ovisno o tome
gdje zelimo da tekst, tj. jednadzba, bude prikazan. Nakon
klika, otvara se novi prozor kao §to je prikazano na Slici
6.

£ Tekst

Uredivanje
]{LaTeX formuia

Simbok ~ | Obyeld ~

Pretpregied

4 Pomod U redu Odustan

Slika 6. Prozor koji se otvara nakon klika na naredbu ,, Tekst* i klika u
slobodni dio dijela ,,Grafi¢ki prikaz*
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Upis se vrsi u dijelu ,,Uredivanje“. Ovdje je potrebno
kliknuti na kvadrati¢ pored kojeg pise ,,Latex formula“
ako zelimo da tekst koji upisujemo u dijelu ,,Uredivanje®
bude prikazan matematickim zapisom. Zatim u dio
,Uredivanje upisujemo ,x +“ | a umjesto upisivanja
varijable a klikamo na ,,Objekti*, nakon &ega se otvara
padajuéi izbornik u kojemu odabiremo prethodno
definiranu varijablu a, kao $to je prikazano na Slici 7.
Tako ¢emo povezati jednadzbu koju zadajemo s
prethodno definiranom varijablom. Isto radimo i sa
varijablom b. Na kraju, na dnu prozora klikamo na gumb
»U redu“ i jednadzba ¢e biti dodana u dio prikaza
,»Qraficki prikaz®.

Uredrvarye

LaTeX formula = | Simbol = | Objekti =
n (prazni okvir) ~
a
Pretpregied b
jednt v

3 Pomot Uredu | Odustani

Slika 7. Povezivanje zapisa unutar naredbe ,, Tekst* i prethodno
definiranih varijabli

Ako zelimo promijeniti, primjerice, boju, font ili
veli¢inu teksta (tj.jednadzbe), dovoljno je desnim klikom
kliknuti na jednadzbu i ,,Svojstva objekta” pa ¢e se s
desne strane prikazati, kao na Slici 8., izbornik u kojemu
mozemo promijeniti §to Zelimo.

Slika 8. Promjena svojstava objekta ,, Tekst"

Ako ne Zelimo da nam se generiraju jednadzbe sa dva
racunska znaka zaredom, kao §to je Slici 8., preporuka je
napraviti poseban generator za zapis x+a=>b , a
poseban generator za zapis x —a = b, jedino $to onda
moramo u obje situacije varijablu a prilikom definiranja
definirati kao nenegativnu, tj. da je donja granica broj 0.

Za beskonac¢no generiranje, potrebno je i neko mjesto
gdje bismo mogli kliknuti i klikom na koji se svaki put
generira nova linearna jednadzba. Za tu potrebu mozemo
izraditi gumb generiranja jednadzbe. Kako dodati gumb u
,,Grafi¢ki prikaz*, prikazano je na Slici 9.
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Datoleka Uredivane Pogled Postavke Alali Prozor Pomad

IR EScl PN =
» Aigebra = X |» Grafitki prikaz |[a-2| jzae

a=.95

b=-50 ABC Teksl
® jedn1: x=45
® tekst] = “x4-95—50" B sika

‘ox] Gumb

+® Potvrdni okvir
a=1| Tekstuaino poje

05 = 50

Slika 9. Dodavanje gumba za beskona¢no generiranje u dio ,,Graficki
prikaz«

Opet je nakon toga potrebno kliknuti bilo gdje u
slobodni dio dijela ,,Graficki prikaz®, a nakon Cega se
otvara novi prozor kao §to je na Slici 10.

Gumb
Matpis a

GeoGebra skriptiranie
1

U redu Odustan

Slika 10. Prozor za definiranje naredbe ,,Gumb*

U ovom koraku je dovoljno u traci za unos ,,Natpis:«
zapisati tekst koji zelimo da bude prikazan na gumbu,
primjerice ,,Generiraj novu jednadzbu®“. Klikom na gumb
,,U redu“ pri dnu prozora, gumb za generiranje jednadZbe
se automatski dodaje u dio ,,Graficki prikaz® , na mjesto
koje smo prethodno klikom odabrali. Uredivati ga opet
mozemo desnim klikom na njega i klikom na ,,Svojstva
objekta“, a nakon Cega se opet otvara novi izbornik s
desne strane.

To jo$ nije dovoljno kako bi nam se klikom na taj
gumb stalno generirale nove jednadzbe. Potrebno je jos u
izborniku s desne strane (do kojeg dolazimo uredivanjem
gumba) kliknuti na karticu ,,Skriptiranje* i podkarticu
,,Na klik*. Nakon toga, otvara nam se okvir za unos u koji
unosimo $to bismo Zeljeli da nam se dogada klikom na
gumb. Kako mi zelimo da se generiraju nove vrijednosti
varijabli a i b, tako i upisujemo u taj okvir za unos, iste
one definicije varijabli kako smo ih i na pocetku
definirali. Nakon toga je samo dovoljno kliknuti na x u
gornjem desnom uglu tog izbornika i gumb za generiranje
jednadzbi je definiran.

vojstva - Gumb gumb1
e K 3

Osnovno Tekst Boia sl
Polozaj Dodatno Skriptiranje

Na kiik P azuriranjuGlobalni JavaScript

ofzmedu(-100,100)
ofzmedu(-100,100)

Slika 11. Prikaz definiranja generiranja varijabli @ i b u gumbu
generiranja jednadzbi
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Sada bi se, klikom na gumb ,Generiraj novu
jednadzbu®, svaki put trebala generirati nova jednadzba.

Ako Zelimo da ipak rjeSenje bude sakriveno te se
prikazuje ili sakriva po naSoj Zelji, to mozemo napraviti
dodavanjem novog gumba i opisom $to ¢e se svaki put
dogoditi klikom na njega. To se moZe napraviti na
nekoliko nacina, a opisat ¢emo nacin koji mijenja i tekst
gumba ovisno o radnji (ako rjeSenje nije prikazano, natpis
na gumbu je ,PrikaZi rjeSenje“, a ako je rjeSenje
prikazano na gumbu piSe ,,Sakrij rjeSenje) i koji se
zapravo temelji na Booleovoj algebri, a koja je
predefinirana u Geogebri.

Najprije u traku za unos upiSemo ,bool=true“.To
radimo samo kako bismo zapisali trenutno stanje
(varijabla je u nasem slu¢aju ve¢ prethodno dodavanjem
teksta prikazana pa smo zato upisali ,true“). Svakim
klikom na gumb povezan s ovom naredbom, dogadat ¢e
se promjena iz ,true“ u ,false” i obrnuto, odnosno
prikazivanje i sakrivanje rjeSenja Mi dodatno i natpis na
gumbu u svakoj od tih situacija. Sada dodajemo novi
gumb, onako kako smo to prethodno opisali. Opet nam
treba kartica ,,Skriptiranje* i podkartica ,,Na klik*, gdje u
okvir za unos unosimo §to Zelimo da nam se odvija
klikom na gumb. U taj dio, redom po retcima upisujemo
kao $to je prikazano na Slici 12. Nakon toga je samo
dovoljno kliknuti na x u gornjem desnom uglu tog
izbornika i gumb je definiran.

Definirani tekst koji prikazuje
varijablu rjesenja x

v
PostaviVidljivoUPrikazu[tekst3,1,bool]

Gumb koji trenutno
definiramo

Slika 12. Definiranje gumba za sakrivanje/prikazivanje rjesenja

Prirodno se, nakon ovih oblika zapisa jednadzbi,
prelazi na oblik linearne jednadzbe ax = b, a gdje je
cijeli ovaj prethodno opisano postupak gotovo identican,
drugacije je jedino definiranje teksta prikaza u oblik
linearne jednadzbe koji koristimo i definiranje varijable x
koju sada definiramo x = b/a. Ne moramo posebno pri
definiranju varijabli obracati paZznju na situaciju kada je
varijabla a jednaka nuli jer Geogebra sama prilagodava
varijablu rjeSenja i u prikazu piSe ima li ga ili ne.

Na kraju, ostaje jo§ oblik ax + b= c (i, po zelji,
dodatni oblik ax — b= ¢ ako opet Zelimo izbje¢i 2
racunska znaka zaredom), a gdje se samo definiramo
dodatnu, slu¢ajno generirana varijabla ¢ i, nharavno,
drugacije  definiranje varijable x koja je sada
x = (¢ — b)/a. Ostatak postupka je identi¢an prethodno
opisanom.
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Ako zelimo unutar iste biljeznice u Geogebri imati
zadatke vezane uz viSe prethodno spomenutih zapisa
linearne jednadzbe, onda treba obratiti paznju da se pri
definiranju varijabli one ipak nekako drugadije imenuju,
npr. al, a2, a3 itd. jer ¢e se inace klikom na jedan gumb
generiranja jednadZbe generirati stalno nove jednadzbe u
svim zapisima, a varijabla rjeSenja x ¢e biti prilagodena
samo zadnjoj njenoj definiciji.

Prirodan nastavak toga je i projekt u kojem bi u¢enici
sami mogli napraviti jednostavne beskonaéne generatore,
ne samo nuzno jednadzbi, nego i, primjerice, veliGine
kuta pa da ostatak razreda mora pogadati naziv kuta
(predmetna nastava matematike) ili pak generatore
zadataka osnovnih racunskih radnji (razredna nastava
matematike). Nastavnik kao voda nastavnog procesa
mora vrlo aktivno usmjeravati u¢enike pri svakom koraku
u procesu izrade kako oni ne bi izgubili motivaciju,
posebice ako se prvi put susrecu s Geogebrom.

IV. GEOGEBRA RUKU POD RUKU S OSTALIM
OBLICIMA NASTAVE

Geogebra ima svoje mjesto u nastavi, pogotovo u
ovakvim situacijama kada nam jednostavno trebaju
dodatni primjeri i dodatni zadatci. Dobro dode i kao alat
u¢enicima koji Gesto grijese jer je u dijelu ,,Algebra“, ako
to prethodno ne isklju¢imo, uvijek vidljivo kako je
varijabla rjeSenja  definirana pa ucenici mogu
rekonstruirati put do rjeSenja jednadzbe. Kao ucenicima,
moze posluZiti i nastavnicima pri pripremi materijala za
nastavu i uStediti im vrijeme za samostalno rjeSavanje
zadataka i pripremu za nastavu.

No, treba imati na umu i ograni¢enja. Geogebra,
primjerice, ne ,,namjesta® rjeSenja i ¢lanove jednadzbe da
se ne bi potkrali ,,nezgodni razlomci i/ili decimalni
brojevi.

Takoder, ulenici su ve¢ 1 sada znatno izloZeni
uredajima u mnogo aspekata Zivota pa sam i sam u
nastavi primijetio da im se ponekad tesko koncentrirati na
zadatke iz udzbenika i biljeznica jer im takav statiCan
zapis crnih slova na bijeloj podlozi nije dovoljno
pobudujuéi za mozak. S druge strane, uredaji za pristup
interaktivnim sadrzajima su ¢esto opremljeni igricama i
aplikacijama povezanima s druStvenim mrezama pa im
konstantne obavijesti i poruke svejedno remete
koncentraciju. Zato je bitno ovakve sadrzaje dozirati, da
oni ne budu prevladavajuéi.
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Uvjezbavanje rjeSavanjem mnoS§tvom zadataka
takoder nije niti jedini oblik potpunog usvajanja
odredenih ishoda, pogotovo na vis$oj razini. U radu s
ucenicima treba inzistirati na zadatcima primjene,
modeliranja stvarnih problema koritenjem Ste¢enih
matemati¢kih znanja i vjestina pri rjeSavanju, pogotovo
ako su ti problemi njima poznati i bliski, $to zasigurno
osigurava vecu motivaciju za rad. Primjerice, moZemo im
dati formulu za preracunavanje eura u kune pa da ucenici
ra¢unaju koliko bi x eura bilo kuna i obrnuto. U&enike
uvijek zainteresiraju i zadaci sa zaradama nekih
influencera, tj. koliko zaraduju po reklami s obzirom na
vrstu reklame pa da uéenici ra¢unaju koliko se zaradi po
pojedinom tipu reklame ili koliko bi kojih reklama trebali
,»odraditi za odredenu zaradu, a $to jo§ mozemo udiniti
i truda treba za koju vrstu reklame te $to im se onda
najvi§e isplati raditi. Zadatke moZemo povezati i S
ostalim §kolskim predmetima, pogotovo ako se prethodno
konzultiramo s kolegama o aktualnoj problematici, tj. $to
trenutno rade na tom predmetu.

U sve te primjere povezivanja i modeliranja lako
mozemo ukljuciti i suradnicki rad, rad u parovima i
grupama, a gdje uz malo truda mozemo osigurati da svaki
ucenik, primjereno svojim mogucnostima, doprinese
zajedno s ostalim ucenicima rjesavanju nekog veceg i/ili
zahtjevnijeg problema S$to bi mu samom bilo teze, a
ponekad i nemoguce.

V. ZAKLJUCAK

Ucenicima zbog ograniGenja mase i broja stranica
Skolskih udzbenika CGesto nedostaje zadataka za
uvjezbavanje, pogotovo iz linearnih jednadzbi gdje je to
uvjezbavanje bitno. Zato u nastavi mozemo Koristiti alate
dinami¢ne geometrije kao $to je Geogebra. U Geogebri se,
uz vrlo malo znanja i koriStenjem njenih osnovnih
funkcija, mogu lako izraditi beskona¢ni generatori
zadataka. No, nije se dobro zadrzati samo na njima, nego
je za potpuno usvajanje ishoda bitno ih koristiti ruku pod
ruku s ostalim oblicima nastave, kao $to je primjerice
modeliranje i suradnicki rad.
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