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SaZetak - Funkcija je jedan od temeljnih pojmova u
matematici. UCenici se ve¢ u osnovnoj Skoli susrecu s
funkcijama, ponajviSe u sedmom razredu i to s linearnom
ovisnosti, tj. linearnom funkcijom. Linearna funkcija je
obradena na nacin na koji se ucenici na nastavi susrecu s
njom, a dani su i razliciti primjeri zadataka iz
svakodnevnog Zivota koji se mogu modelirati linearnom
funkcijom. Pritom se pri modeliranju i analizi koristi alat
dinami¢ne geometrije Geogebra.

Kljuéne rije¢i - linearna funkcija; linearna ovisnost;
modeliranje; Geogebra

I.  FUNKCIJA | MODELIRANJE

Funkcija je jedan od temeljnih pojmova u matematici.
U osnovnoj skoli, odnosi se na pridruzivanje jedne
veli¢ine drugoj po nekom pravilu ili pak na ovisnost jedne
veli¢ine o drugoj. S obzirom da je pojam (linearne)
funkcije nekad tesko objasniti uéenicima, u osnovnoj $koli
se ostaje na pojmu (linearne) ovisnosti, tj. ovisnost jedne

veli¢ine f(x) o drugoj veligini x.

Konkretnije, $to se linearne ovisnosti ti¢e, to je, prema
[1], pridruzivanje koje nekom realnom broju X pridruzuju
realni broj f (x) takav da je f (x) = a - x + b. lako se
tako ne imenuju, ucenici se s razli¢itim pridruzivanjima,
tj. funkcijama, ucenici susrecu ve¢ od nizih razreda, a da
toga nisu niti svjesni. Primjerice, raunanje opsega
kvadrata ako je zadana duljina stranice, razni zadaci iz
svakodnevnog zivota kao $to su cijene artikala, place i
sli¢no.

Veé ovi nabrojani primjeri su zapravo vrlo prikladni
primjeri matemati¢kog modeliranja, odnosno, prema [1],
pronalaska i koristenja matemati¢kog modela, algoritma
ili formule za rjeSavanje nekog realnog, tj. svakodnevnog
problema.

II.  ZASTO | KAKO MODELIRANJE?

S matematickim modeliranjem vazno je krenuti s
ucenicima Sto ranije. Tako ucenicima priblizavamo
matematiku kao neSto Sto nije samo apstraktno, vec i
nesto $to svakodnevno koriste. U€enici tako imaju priliku
primijeniti steCena matematicka znanja i1 vjeStine pri
rjeSavanju nekog stvarnog problema, pogotovo ako su ti
problemi njima poznati i bliski, $to zasigurno osigurava
vecéu motivaciju za rad.
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To je posebno bitno ako pogledamo neka istraZivanja
koja su analizirala stav ucenika prema matematici u
osnovnoj §koli. Bencéek, Mareni¢ [2] su 2006. godine na
374 ucenika osmih razreda, deset osnovnih Skola u gradu
Zagrebu ustvrdile da se 81.6% ucenika na nastavi
matematike dosaduje. Tek 15% ucenika je reklo da
matematiku uce radi zanimljivosti sadrzaja. Ukljucivanje
ucenicima zanimljivih sadrzaja i njima bliskih problema,
a $to je kroz modeliranje vrlo lako napraviti, je stoga
kljuéno za motivaciju ucenika, a na kojoj lezi angazman
te, u konacnici, i uspjeh u matematici.

Provesti modeliranje na nastavnom satu moze biti vrlo
zahtjevno, no ne treba od njega odustati, bas zbog
spomenute motivacije. Cesto sam i sam svjedok
bezvoljnosti i nemotiviranosti ucenika, pogotovo ako se
nastava svede na monotono sluSanje i prepisivanje s
ploce. Nadalje, nastavnici su ¢esto optereceni koli¢inom
sadrzaja koje moraju obraditi s uenicima te se Cesto zale
da ih nedostatak vremena sputava u ovakvim procesima.
Poprili¢an utjecaj imaju i aktivhosti razreda koje dodatno
smanjuju broj nastavnih sati na matematici, kao §to su
maturalna putovanja, terenske nastave, projektni dani,
razni drugi nenastavni dani u nastavi i sli¢no. Zbog svega
toga, jako nam je teSko planirati nastavu, dostupan fond
sati se smanjuje, ¢esto smo u nedostatku vremena pa je
prirodan strah od svega S§to traje duze vrijeme, a tu je
onda i modeliranje, pogotovo jer se ¢esto ovakvi zadaci i
aktivnosti oduZe i potraju cijeli $kolski sat, a ishod je, ako
niti razred niti mi kao nastavnici nemamo iskustva s
ovakvim oblikom nastave, prili¢no neizvjestan.

Nastavnici se moraju i jako dobro pripremiti i to ne
samo $to se tice materijala, nego i samog procesa. Ako
vidimo da nam ishod sata nece biti ostvaren, bitno je znati
se prilagoditi i krenuti barem prema djelomi¢nom
ostvarenju ishoda sata i zavrsiti sat.

lako je, koliko god ih dobro poznavali, nekad tesko
predvidjeti reakciju ucenika, bitno je i pokusati
prilagoditi ciljeve i aktivnosti uc€enicima, njihovom
uzrastu i sposobnostima, $to je vise moguce individualno
ili ih podijeliti u homogene grupe. Upute ucenicima
moraju biti jasne i nedvosmislene, a nastavnik kao voda
nastavnog procesa mora vrlo aktivno usmjeravati uc¢enike
pri svakom koraku, pogotovo jer su ucenici Cesto skloni
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prepustiti posao nekome drugome u grupi. Kao $to sam
ve¢ spomenuo, na pocetku ¢e zasigurno biti problema,
takav rad s uéenicima ¢e vjerojatno trajati nesto duze, no
s vremenom ucenici prihvate ovakvo odvijanje nastavnog
procesa te sve ide brze i efikasnije. Za nastavnika je vrlo
bitna i samoevaluacija, ali i evaluacija od strane ucenika
kao mjerilo onoga $to se i kako htjelo ostvariti, ali i kao
pomo¢ za buduce planiranje ovakvih aktivnosti.

I1l.  LINEARNA OVISNOST U KURIKULUMU

Ucenici se u osnovnoj Skoli, prema Kurikulumu
matematike za osnovne $kole [3], prvi put s funkcijom
(konkretno linearnom ovisnosti) susrecu u 7. razredu. S
obzirom da i sam ishod u¢enja vezan uz linearnu ovisnost
naglaSava da je rije¢ o primjeni linearne ovisnosti,
naglasak tog sadrZaja nije na algoritmima i tehnici
rjesavanja, nego na povezivanju, ucenikovom logickom
razmiSljanju i sposobnosti rjeSavanja problema, ponajvise
onda i na modeliranju problema. Preporuca se koristiti i
programe dinami¢ne geometrije, od kojih je medu
najzastupljenijima Geogebra pa ¢e kroz rad biti dani i
primjeri kako nam upravo Geogebra moze pomoéi u
tome.

IV. STO JE GEOGEBRA?

Geogebra je dinami¢ni matematicki alat koji se moze
koristiti u razli¢itim kontekstima i na razli¢ite nacine u
nastavi. Naj¢e$ce se koristi kao alat dinami¢ne geometrije
zbog svoje interaktivnosti i prilagodljivosti. Osim
geometrije, ¢esto se koristi i za izradu raznih tablica, ali i
statistiku 1 diferencijalni racun. U njoj se mogu kreirati i
razni kvizovi i ankete. Nudi i moguénost kreiranja
virtualnih ucionica. Vrlo je intuitivna i lako se mogu
nauciti njezine najosnovnije funkcije. Ima odli¢nu
podrsku s vrlo detaljnim vodi¢ima 0 moguénostima
koristenja svake od funkcija, ali i forume i online
zajednice u kojima mozZete saznati odgovore na veéinu
svojih pitanja ili pomo¢i drugim korisnicima s njihovima.
Moze se koristiti mrezno kroz gotovo sve preglednike, ali
i izvanmrezno jer se nudi i kao besplatni racunalni
program.

V. LINEARNA OVISNOST U NASTAVI

Ucenici najprije kre¢u sa sadrZajima koji se temelje na
zapisu f (x) = ax . Sami zapis vrlo lako mozemo otkriti
s ucenicima popunjavanjem jednostavnih tablica, kao §to
su, primjerice, Tablica I. i Tablica Il. U Tablici I. u¢enici
uocavaju ovisnost duljine u cm o duljini u metrima i
zapisuju kao linearnu ovisnost f (x) = 100x. U Tablici
I1., u€enici uocavaju ovisnost dubine na koju podmornica
mozZe zaroniti o vremenu te takoder i tu linearnu ovisnost
zapisuju formulom, u ovom slu¢aju f(x) = —45x.

Bitno je s ucenicima raspraviti §to se cemu pridruzuje,
primjerice duljini u metrima se pridruzuje duljina u
centimetrima, a vremenu u minutama se pridruzuje dubina
u metrima. O tome je bitno raspraviti radi sami linearne
ovisnosti, tj. razumijevanja ucenika Sto ¢e Dbiti
veli¢ina/varijabla X , a $to veli¢ina/varijabla f (x), a sto
je pak bitno radi same primjene formule i modeliranja
njome jednom kada do nje dodemo. Pri spomenu naziva
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linearne ovisnosti, ucenici ¢esto pitaju Sto znaci ,,linearna“
i tu mozemo komentirati da dolazi od latinske rijeci
»linea“ §to znaci pravac/crta.

D‘(‘r']jqi)”a 1 2 3 10 | 50 | 200 | =
D(‘é'rﬂ;‘a 100

TABLICA .
Vrijeme(min) 5 1 3 5 8.5 50 x

Dubina (m) -225

TABLICA L.

Ovdje je vazno s ucenicima raspraviti i da je ovdje
zapravo rije¢ o proporcionalnosti dviju veli¢ina, a koju
oni u pravilu rade u sedmom razredu prije linearne
ovisnosti. Vazno je povezati s proporcionalnosti jer se
zadaci iz te teme u velikoj mjeri temelje na problemima
iz realnog svijeta, a koji su njima bliski pa je prijelaz na
zadatke s modeliranjem utoliko laksi.

Vec je od ovog prvog zapisa bitno s ucenicima crtati
kako bi ucenici i sa samog grafickog prikaza mogli
zakljuéiti neSto o ovisnosti dviju veli¢ina, primjerice
povecava li se jedna veli¢ina povecanjem druge veli¢ine
ili se smanjuje, kako nagib pravca utjee na to koliko
brzo raste/pada velicina f(x) , kako promjena
koeficijenta a utjeCe na graficki prikaz i sli¢no. Graficki
prikaz takoder mozemo vrlo lako ucenicima prikazati u
Geogebri. Tu je Geogebra sjajna jer se graficki prikaz
automatski prilagodava formuli o kojoj je rijec, a koju je
vrlo lako mijenjati kao Sto je prikazano na Slici 1.
Ucenici uocavaju da se promjenom koeficijenta a
mijenja nagib i da je to njegov utjecaj na graficki prikaz
linearne ovisnosti.

Slika 1. Prikaz promjene koeficijenta a u alatu Geogebra

Modelirati ovakvim zapisom moZemo problem koji je
vrlo aktualan u ovo vrijeme, a to je konverzija eura u
kune i obrnuto. Ucenicima dajemo svakodnevan i njima
blizak problem koji ¢e zasigurno biti motivirani rjeSavati.
Mozemo krenuti od, primjerice, konvertiranja eura u
kune. Najprije ih motiviramo tako da sami predloze
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primjere iznosa u eurima koje onda kalkulatorom u
Geogebri, kao §to je na Slici 2., konvertiramo. U
matematici je izuzetno bitna procjena pa ih je dobro prije
konverzije pitati za procjenu priblizne vrijednosti iznosa
u kunama. Nakon nekoliko primjera, mozemo zajedno s

njima do¢i do  formule linearne  ovisnosti
f(x) =7.53450x .
lznos u eurima
Iznos u kunama
Slika 2. Kalkulator konverzije u Geogebri
Kako dobar dio ucenika zeli zaradivati putem

drustvenih mreza ili kreiranjem i objavom vlastitih
sadrzaja, zanimljiv bi im sigurno bio i zadatak s
racunanjem zarade od pregleda videa. Ucenike mozemo i
pitati $to misle gdje je tu zapravo zarada (u pregledu
reklama). U Geogebri vrlo lako mozemo izraditi
kalkulatore zarade kao na Slici 3., a koje mozemo
koristiti prilikom rjeSavanja zadataka.

Broj pregleda po danu|
Izragunaj zaradu
Godiénja zarada|

Slika 3. Kalkulator zarade na Youtube-u u kategoriji Gaming, u alatu
Geogebra

Kategorija videa: Gaming

Mjeseéna zarada

Nakon zapisa f(x) = ax , prirodno je krenuti na

f(x) =x+ b . Do zapisa opet vrlo lako mozemo doéi
popunjavajuéi tablice kao §to je, primjerice, Tablica Ill. U
njoj ucenici uocavaju ovisnost iznosa u Stednoj kasici o
broju proteklih dana (ako svaki dan ubacuje po 1 euro) te
zapisuju danu linearnu ovisnost  formulom

fx)=x+4.

Broj
dana

1znos
u 4
eurima

TABLICA III.

Naravno, i ovdje je graficki prikaz bitan kako bi

ucenici mogli povezati kako promjena koeficijenta b
utjece na graficki prikaz. Tu je takoder Geogebra sjajna
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kao i u prijaSnjem zapisu, a sama promjena zapisa je
prikazana na Slici 4. Ucenici uocavaju da se promjenom
koeficijenta b pomice gore ili dolje tocka u kojoj graficki
prikaz presijeca 0s v te da je to njegov utjecaj na graficki
prikaz linearne ovisnosti.

Slika 4. Prikaz promjene koeficijenta b u alatu Geogebra

U Geogebri ucenici mogu za prethodni primjer sa
Stednjom izraditi i kalkulator koji bi im prikazivao
ustedeni iznos u odnosu na broj proteklih dana, tjedana,
mjeseci ili koju god jedinicu vremena odabrali, pod
uvjetom da u svakoj jedinici vremena ubacuju po 1 euro.
Primjer takvog kalkulatora je prikazan na Slici 5.

Potetni ulog| 107 ‘ Broj jedinica vremena| 539
m Tjedan Mjesec

Ustedeni iznos| 646

Slika 5. Kalkulator $tednje u Geogebri

Ucenicima je problematika aktualna jer mogu,
primjerice, izraunati koliko bi im jedinica vremena
trebalo da usStede za nesto Sto si zele kupiti. Iako je ovo
primjer koji se vrlo lako moze i racunski rijesiti, jako je
prakti¢an za ovladavanje upotrebom Geogebre. | tu je
izuzetno bitna uloga nastavnika kao voditelja procesa s
ulogom usmjeravanja. Jednom kada izrade ovakav
kalkulator, vrlo je lako izraditi kalkulator s uplatama koje
nisu samo po 1 euro u jedinici vremena.

Na samom kraju, s uéenicima se radi zapis linearne
ovisnosti f(x) =ax + b . Vrlo prirodno i lako
mozemo prije¢éi na ovaj zapis s proSlog ako, vec
spomenuti  prethodni primjer sa S$tednjom, Ssamo
djelomi¢no izmijenimo tako da wuplate po jedinici
vremena, npr. po danu, vi§e nisu 1 euro nego proizvoljni
iznos, primjerice 0.50 eura po danu. Ucenici opet mogu
popunjavati tablice kao $to je Tablica IIl., no ovaj put
primje¢uju da je zapis ponesto drugaciji i da glasi
f(x) = 0.50x + 4. Opet je bitna rasprava, primjerice
koliko bi im trebalo da ustede odredeni iznos, $to da su
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uplate tjedne, a ne dnevne, §to ako promijenimo
koeficijente u =zapisu i sliéno. Sama ta promjena
koeficijenata i njen utjecaj na graf se vrlo lako opet moze
prikazati u Geogebri.

Vrlo Cesti primjer modeliranja primjenom ovog zapisa
je racun cijene taksi prijevoza. U¢enicima je dovoljno reéi
koliko kosta pocetak voznje, tj. dio koji je u svaki voznji
fiksan, a kolika je cijena po kilometru. Vazno je da ucenici
uoce da je taj fiksni dio, tj. naknada za pocetak voznje
zapravo koeficijent b, a cijena po kilometru koeficijent a.
Ucenici mogu isprobati izraCunati cijenu voZnje bez
koriStenja zapisa linearne ovisnosti, ali i koriStenjem
zapisa. Dobro je ne stati samo na racunanju cijene voznje,
nego dodati i, primjerice, pitanje koliku bismo udaljenost
mogli prije¢i za odredeni iznos novca. Kontekst se moze
promijeniti i ako se promijeni smisao koeficijenta @ pa
on vise ne oznaCava cijenu po kilometru, nego po,
primjerice, minuti. S ucenicima je onda zanimljivo
raspraviti §to bi im se viSe isplatilo u kojem dijelu dana,
primjerice za vrijeme velikih guzvi. Zadatak mozemo jo$
malo otezati ako u fiksnu naknadu za pocetak voZznje
dodamo i gratis kilometre ukljucene u cijenu voznje, ili
pak uvecanje cijene u razdoblju povecanje potraznje te
dodati raspravu kako bi taj dio utjecao na zapis linearne
ovisnosti. Jo§ ako u zadatku iskoristimo stvarne naknade
nekog od prijevoznika, ucenici mogu Kkoristiti i njihove
aplikacije kako bi provjerili tocnost svojih rjesenja.

Prirodan nastavak toga je i projekt u kojem bi uéenici
mogli napraviti istrazivanje o cijenama svakog od
prijevoznika i za svakog od njih do¢i do zapisa linearne
ovisnosti. Mozemo usporedivati i sa cijenama u drugim
drzavama, racunati i zaradu vozaca, uraCunavati troskove
voznje itd., moguénosti su gotovo pa neogranicene.
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VI. ZAKLJUCAK

Matematika je Cesto udenicima previse apstraktna i
ucenici ju Cesto ne razumiju pa se na nastavi, $to su i
istrazivanja pokazala, dosaduju i nedostaje im motivacije
za ucenje. Stoga je bitno pokuSati matematiku Sto je vise
moguce pribliziti u€enicima svakodnevnim problemima,
problematikom koja je njima zanimljiva. Tu moze jako
dobro posluziti matematicko modeliranje jer ucenici
rjeSavaju svakodnevne probleme koriste¢i matematicka
znanja i vjeStine. Koristiti mozemo 1 alate dinamicne
geometrije, kao $to je Geogebra, da se odmaknemo od
tradicionalnog rjeSavanja na plo¢i i u biljeznici. Za takvu
nastavu se nastavnik mora dobro pripremiti i ocekivati,
barem na pocetku, teSko¢e s provedbom, no nakon
vremena ¢e se ucenici priviknuti i modeliranje ¢e biti
bolje. Ako ve¢ i samo nekoliko ucenika iz razreda bude
motiviranije za matematiku, cilj je opravdao sredstva.
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